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In einem Wirfel mit den Eckpunkten O(0]0]0),
P(10]10]|0) und S(0]0]|10) befindet sich eine
Pyramide mit einem Dreieck als Grundflache und
der Spitze S (vgl. Skizze).

Die Eckpunkte der Pyramidengrundflache sind
A(10]6]0), B(6]/10|0) und C(10|10|5)
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a) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E, in der die
Grundflache der Pyramide liegt.
Welchen Winkel schlieBen die Grundflachen von Wiirfel und Pyramide
ein?
Untersuchen Sie, ob die H6he der Pyramide auf der Diagonalen PS des
Wirfels liegt.

(Teilergebnis: E: 5x1+5x>-4x3=80)
(6 VP)

b) Wie viel Prozent des Wirfelvolumens betragt das Pyramidenvolumen?
(5 VP)

C) Zusatzlich zur Pyramide soll nun noch ein Quader der Breite b in den
Wiirfel gelegt werden. Die Abmessungen des Quaders werden so
gewahlt, dass er die Pyramide nur in einem Punkt Q der Pyramidenkante
AS beruhrt (vgl. Skizze).

Welches Volumen hat ein solcher Quader mit der Breite b=47
Welche Werte kann das Volumen eines solchen Quaders annehmen,
wenn die Breite b variabel ist?

(5VP)

Lésung:

a) Koordinatengleichung von E:
Lésungsplan: Parameterform der Ebenengleichung aufstellen -~ Norma-
lenvektor finden —» Koordinatenform der Ebenengleichung bestimmen.

Als Stltzvektor nehmen wir den dem Punkt A zugehdrigen Ortsvektor
10
6 | . Die beiden Richtungsvektoren U undV erhalten wir aus den zu B

0 _ 6| (10| [-4
und C korrespondierenden Ortsvektoren mit i=b—-a=|10|- =| 4

10\ (10| (O 0 0 0
und v=¢-3a=(10|-| 6 |=|4].
5

5 0

a=

10 -4 0
Damit ist E gegeben durch: E: X=| 6 |+r| 4 |+s|4
0 0 5

Einen Normalenvektor, der senkrecht zu den beiden Richtungsvketoren
steht, bekommen wir aus dem Vektorprodukt der beiden Richtungsvek-
toren:

-4\ [0 20-0 20 Da die L&dnge vonTil keine Rolle spielt kénnen
n=| 4 |X[4|=| 0+20 |=[ 20 wir noch durch -4 teilen, damit wir fur
0 5/ \-16-0/ |\-16/ weitere Berechnungen einfachere Zahlen

-5 bekommen.

Mit dem Normalenvektor haben wir flir die Koordinatenform den Ansatz E:
-5Xx1-5x2+4x3=c mit einem noch zu bestimmenden c€IR . Da der Punkt A
in E liegt, setzen wir dessen Koordinaten ein und erhalten -5-10-5:6+4:0=-
80= c. Nach Multiplikation mit -1 haben wir die endglltige Koordinatenform
der Ebenengleichung E: 5x1+5x5-4x3=80.




Winkel zwischen x1x>-Ebene und Pyramidengrundflache
Bestimme den Winkel zwischen den zugehdrigen Normalenvektoren. Ein

0
Normalenvektor der x1x»>-Ebene ist beispielsweise o) . Es folgt:
5 * 1
-5} /0
-5]10
4 /11 4
cos(x) = = — ~ 0,4923
b X () = =TT = Tes
;T -5 0
4 1
A P

Ergebnis: Der Winkel zwischen den beiden Ebenen ist «~ 60,5°.

Liegt die Pyramidenhéhe auf der Diagonalen PS?
Den Richtungsvektort der Diagonalen PS berechnen Sie aus den zuge-

0 10\ [-10
hérigen Ortsvektoren ﬁ=§—f>=( 0 |- 10)= —-10]. Als Richtungsvektor der
10 0 10

Geraden auf der die Héhe der Pyramide liegt, kann man den Normalen-

vektor N der Ebene E verwenden. Nun sind U und i aber offenbar linear
unabhdnig (die Vektoren sind nicht Vielfache voneinander).

Ergebnis: Die H6he der Pyramide liegt nicht auf der Diagonalen SP.

b) Berechnungsplan:
1. Héhe der Pyramide aus dem Abstand von S zur Grundéache E
berechnen.
2. Volumen des Wiirfels berechnen.
3. Volumina ins Verhaltnis setzen.

1. Abstand von S zu E:
Stelle die Ebenengleichung in der Hesse'schen Normalform dar.
Mit |[i|=/(—5)*+(—5)+4°=166 ist ergibt sich die HNF zu
5x,+5x,—4x,—80
E: 766 =0 . Setze die Koordinaten von S ein und erhalte
|5-0+5-0—4-10—80|

\/66

2. Aufgrund der Koordinaten sieht man|AC|=|BC|, d.h. das Dreieck ABC
ist gleichschenklig. Damit steht C iber der Mitte M von |AB| und es

gilt mit den jeweiligen Ortsvektoren r?1=é+5(5—é)

die H6he h mit h =

~14,77

8 X5
Nach Einsetzen ergibt sich rﬁ=(8 ’
0
Die Hohe des Dreiecks ist gegeben durch ’_
- 10\ (8\ s
IMC|=¢—fh=|[ 10|~ |8 | =V2"+2"+5°=V33 ‘
5 0 XW}PDA’ A P

Fur die Dreicksflache brauchen wir noch die Ldnge der Seite AB .

6 10
10)—( ) =(—4)*+4+0°=V32

0 0

Es gilt: —
9l |AB=b-3=

Die Dreiecksache ergibt sich dann zu

A= |AB{NIC| =2 32V3B=266
Damit hat man das Volumen der Pyramide:

V.= 2ach = 276612 = g0

3 -3 J66
Ve _ 80

3. Verhaltnis der Volumina: —

= = 0,08
V, _ 1000

Ergebnis: Das gesuchte Verhaltnis der beiden Volumina ist 0,08, was 8%
entspricht. Das bedeutet, die Pyramide nimmt 8% des Wiirfelvolumens ein.

c) Wir leiten Sie zuerst die allgemeine Volumenformel her und setzen
Sie dann b=4 ein! Zur Herleitung gehen wir schrittweise vor:

Bestimme die Geradengleichung der Geraden h, auf der die Strecke AS
liegt.

0 —-10
h: Xx=38+t(%-38)=| 0 |+t| —6
10 10

Bestimme die Geradengleichung der Geraden g, die die rechte obere Kante

des Quaders darstelit. 1\ [q, 1 .
g: Xx=q+r{o|=|p|+r|o 9
0 d, 0
Gleichsetzen von g mit h liefert den Schnittpunkt Q: \
a 1 0 -10 o, —10t—r p g p
b|trjo| =0 ]|*+t| -6 | = b = -6t0 5
g/ \0 10 10 q,—10 10t S B He

X4




9
Wir lesen ab b=-6t. Daraus ergibt sich t=—%b. Die g3-Koordinate von Q ist
die H6he des Quaders. Aus obig%r Gleichung Iesgn wir ab q3-10=10t und
nach Einsetzen von t: q3—10=—%b o q3=10—1€b und dies ist die H6he h

des Quaders. Die Breite des Quaders ist b, die Lange ist 10, was man aus
den Koordinaten ablesen kann. Fir das Volumen gilt dann:

V(b) = 10bh = 1Ob(10—1—:b) = 100b—%b2

1600 400
Fir b = 4 folgt: V(4) = 400_T =5

Ergebnis: Die allgemeine Volumenformel flir den Quader lautet
V(b) = lOOb—%ob2 und es gilt V(4) = %

Bestimmung eines Wertes flr b so dass das Volumen des Quaders maxi-
miert wird:

Aus V (b)=1000— b folgt V' (b)=100—120b . Mit V' (b)=0 folgt

100—%b=0 o 1oo=¥b & b=3

10

Ergebnis: Fir b=3 wird das Volumen des Quaders maximal und betragt
dann V(3)=150. Das Volumen des Quaders kann nur zwischen V(0)=0 und
dem maximalen Wert V(3)=150 variieren, also gilt 0<V (b)<150.
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